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Εµπιριχαλ µοδελινγ οφ υνχερταιντψ ιν ϖισιον
σψστεµσ φορ ινδυστριαλ ροβοτιχ αππλιχατιονσ

Φρανχεσχο Φιναζζι�, Αλεσσανδρο Φασσ∫ψανδ ∆αϖιδε Βρυγαλιζ

Νοϖεµβερ 18, 2008

Αβστραχτ

Μανψ ινδυστριαλ ροβοτιχ αππλιχατιονσ χονχερν α µανιπυλατορ τηατ πιχκ υπ
οβϕεχτσ φροµ α ωορκινγ αρεα, βεινγ τηειρ ποσιτιον ιν σπαχε εστιµατεδ τηρουγη
α ϖισιον σψστεµ. Αλτηουγη µανψ µετηοδσ ηαϖε βεεν δεϖελοπεδ φορ χαρρψ ουτ
τηατ κινδ οφ εστιµατεσ, νοτ ασ µυχη ε⁄ορτ ηασ βεεν φοχυσεδ ον τηε υνχερταιντψ
ρελατεδ ωιτη τηεµ. Εξαµπλε οφ φαχτορσ τηατ χαν ιν�υενχε τηε υνχερταιντψ αρε
χαλιβρατιον ερρορσ, ιµαγε θυαλιτψ, παρτιχυλαρ σεττινγ οφ τηε αλγοριτηµ υσεδ, παρ−
τιχυλαρ πηψσιχαλ φεατυρεσ οφ τηε οβϕεχτσ ανδ ενϖιρονµενταλ χονδιτιονσ. Ωιτη
συχη φαχτορσ ιτ ισ χλεαρ τηατ τρψ το �νδ ουτ α πρεχισε ανδ δετερµινιστιχ µοδελ φορ
τηε υνχερταιντψ χαν βε α δι′χυλτ τασκ το περφορµ. Ιν τηισ παπερ, αφτερ αναλψζινγ
τηε φαχτορσ ινϖολϖεδ, ωε πρεσεντ αν εξπεριµενταλ µετηοδολογψ τηατ αλλοωσ το
βυιλδ αν εµπιριχαλ µοδελ οφ τηε υνχερταιντψ ανδ το ιδεντιφψ τηε φαχτορσ τηατ
αχτυαλλψ ιν�υενχε ιτ. Τηε µετηοδολογψ ισ βασεδ ον τωο στατιστιχαλ τοολσ: ∆ε−
σιγν οφ Εξπεριµεντ ανδ Προχεσσ Μοδελινγ. ∆υε το τηε µανψ χονστραιντσ ον τηε
εξπεριµενταλ σπαχε, τηε ηιγη νυµβερ οφ φαχτορσ ινϖολϖεδ ανδ τηειρ δι⁄ερεντ να−
τυρε, ωε διρεχτ ουρ αττεντιον το τηε σο χαλλεδ ∀οπτιµαλ∀ δεσιγνσ. Βψ χοµπαρινγ
δι⁄ερεντ µοδελσ ανδ χριτερια, ωε οβταινεδ α µοδελ ωηιχη αλλοωεδ υσ το ρεδυχε
τηε ερρορ ον τηε εστιµατε οφ οβϕεχτσ ποσιτιον.

ΚΕΨ ΩΟΡ∆Σ: αρτι�χιαλ ϖισιον, ροβοτιχ αππλιχατιονσ, δεσιγν οφ εξπερι−
µεντσ, οπτιµαλ δεσιγνσ, προχεσσ µοδελινγ, σενσιτιϖιτψ αναλψσισ.
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1 Ιντροδυχτιον

Ωιτηουτ δουβτ, υσινγ α ϖισιον σψστεµ το εστιµατε τηε υνκνοων ποσιτιον οφ αν οβϕεχτ
ινσιδε α ωορκινγ αρεα ισ τηε µορε ε′χιεντ ανδ σιµπλεστ ωαψ το αχχοµπλιση τηε τασκ.
Ον τηε οτηερ ηανδ, τηε πρεχισιον οφ τηισ κινδ οφ εστιµατεσ αρε α⁄εχτεδ βψ α λοτ οφ
φαχτορσ, τηε ρελεϖανχε οφ ωηιχη αρε νοτ κνοων ατ πριορ. Α σιγνι�χαντ φαχτ ισ τηατ τηεσε
φαχτορσ αρε νοτ ονλψ ρελατεδ ωιτη τηε µεασυρε ινστρυµεντ (τηε ϖισιον σψστεµ) βυτ αλσο
ωιτη τηε ενϖιρονµεντ ανδ τηε οβϕεχτ ιτσελφ. Φορ τηισ ρεασον, εξπεριµενταλ ονε ισ τηε
ονλψ ωαψ το οβταιν ινφορµατιονσ αβουτ τηε υνχερταιντψ (τηε ερρορ) χοννεχτεδ ωιτη
τηεσε εστιµατεσ.
Τηε προβλεµ ηερε αναλψζεδ χαν βε ϖιεωεδ υνδερ τωο ασπεχτσ: ιδεντιφψ τηε µαιν

φαχτορσ τηατ ιν�υενχε τηε ερρορ ανδ θυαντιφψ τηε ερρορ ιν ορδερ το χοµπενσατε ιτ ανδ
οβταιν βεττερ εστιµατεσ. Τηε φορµερ χαν βε σετ ιντο τηε φραµεωορκ οφ Σενσιτιϖιτψ
Αναλψσισ (ΣΑ), ωηιλε τηε λαττερ χονχερν τηε ιδεντι�χατιον οφ α στατιστιχαλ µοδελ φορ
τηε ερρορ. Αλτηουγη, φροµ α µατηεµατιχαλ ποιντ οφ ϖιεω, τηε τωο ασπεχτσ αρε στριχτλψ
χοννεχτεδ, τηεψ ηαϖε δι⁄ερεντ ιµπλιχατιον ωιτη ρεσπεχτ το τηε Ροβοτιχ ςισιον Αππλι−
χατιον (ΡςΑ) ατ ισσυε. Ωηιλε χοµπενσατινγ τηε ερρορ ονλψ ρεγαρδσ τηε ελαβορατιον οφ
τηε δατα χοµινγ φροµ τηε ϖισιον σψστεµ, ιδεντιφψινγ τηε φαχτορσ τηατ αχτυαλλψ ιν�υενχε
τηε ερρορ αλλοωσ το διµενσιον τηε ϖισιον σψστεµ ιτσελφ ανδ τηε ενϖιρονµεντ ωηερε ιτ
ωορκσ.
Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, τηε υσε οφ αν ο⁄−τηε−σηελφ ϖισιον σψστεµ ιν α ΡςΑ. Γενε−

ραλλψ, τηε ϖισιον σψστεµ αλλοωσ το σπεχιφψ α σετ οφ αλγοριτηµ παραµετερσ ιν ορδερ το
οβταιν βεττερ ορ ωορσε εστιµατεσ, βυτ ιτ ισ νοτ αλωαψσ χλεαρ ιφ τηεσε παραµετερσ αρε
ρεαλλψ ιν�υεντιαλ. Τηε εξπεριµεντερ χαν σετ αλλ τηε παραµετερσ ατ τηειρ ηιγη λεϖελ βυτ
τηισ χουλδ λεαδ το αν ηιγηερ ελαβορατιον τιµε ωιτηουτ ιµπροϖε τηε πρεχισιον οφ τηε
εστιµατεσ. Τηερε αρισεσ τηε νεχεσσιτψ οφ α προχεδυρε αβλε το ιδεντιφψ ανδ σολϖε τηισ
σιτυατιονσ.
Τηε εξπεριµενταλ µετηοδολογψ ιλλυστρατεδ ιν τηισ παπερ ισ ϕυστ συχη α κινδ οφ

προχεδυρε ανδ χαν βε αππλιεδ το εϖερψ σπεχι�χ ΡςΑ τηατ ηασ το βε ιµπλεµεντεδ. Τηε
παπερ ισ σο στρυχτυρεδ: σταρτινγ φροµ α σεχτιον οφ ρελατεδ ωορκσ, ωε δεσχριβε ιν σεχτιον
3 τηε προβλεµ φροµ α πηψσιχαλ ανδ µατηεµατιχαλ ποιντ οφ ϖιεω, ϕυστιφψινγ τηε υσε οφ
τηε στατιστιχαλ τοολσ ρεϖιεωεδ ιν σεχτιον 4. Α χονχλυσιϖε σεχτιον 6 φολλοωσ σεχτιον 5
τηατ ρεπορτσ α χασε στυδψ ωηερε τηε µετηοδολογψ ηασ βεεν αππλιεδ.

2 Ρελατεδ ωορκσ

Ιν λιτερατυρε ωε χαν �νδ δι⁄ερεντ ωορκσ τηατ εξπλορε τηε υνχερταιντψ προβλεµ ιν
ϖαριουσ διρεχτιονσ. ςλπελ ανδ Τηειµερ (1995) δεϖελοπεδ α τηεορψ φορ τρεατινγ υν−
χερταιντψ ιν λοχαλιζινγ 3∆ οβϕεχτσ υσινγ λοχαλ, αρεα−βασεδ στερεο αλγοριτηµσ (σεε αλσο
[1], [9] ανδ [11]). Ζηανγ, Γυ ανδ Μιλιοσ (2005) προποσε αν αππροαχη βασεδ ον τηε
ερρορ προπαγατιον τηεορψ το οβταιν τηε υνχερταιντψ οφ ροβοτ σελφ−λοχαλιζατιον τηρουγη
στερεο χαµερα. Τηε ωορκ οφ Βρανδνερ ανδ Τηυρνερ (2005) δεαλσ ωιτη τηε προπαγατιον
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οφ υνχερταιντψ ωιτηιν α θυαλιτψ χοντρολ αππλιχατιον υσινγ ιµαγε βασεδ σενσορσ. Τσιν,
Ραµεση ανδ Καναδε (2001) τρεατ τηε χαµερα νον−λινεαριτιεσ τηατ µακε τηε ϖισιον
αλγοριτηµσ το βε σψστεµατιχαλλψ βιασεδ. Στυδψινγ τηε ινδεπενδεντ σουρχεσ οφ ερρορ
ιν τηε ΧΧ∆ σενσορ οφ τηε ϖισιον χαµερα τηεψ προϖιδε α µοδελ τηατ ηελπσ ιν οβταιν−
ινγ αχχυρατε εστιµατεσ οφ τηε χαµερα ρεσπονσε φυνχτιον, τηε σχενε ραδιανχε, ανδ ιτσ
υνχερταιντψ. Βρανδνερ (2006) δισχυσσ τηε εϖαλυατιον οφ παραµετερ υνχερταιντιεσ οφ
αν οπτιχαλ τραχκινγ αππλιχατιον. Τηε µαιν χοντριβυτιον οφ ηισ παπερ ισ τηε δεϖελοπ−
µεντ οφ α ∀στοχηαστιχ χαµερα µοδελ∀ χαπαβλε το αναλψτιχαλλψ προπαγατε παραµετερ
υνχερταιντιεσ ανδ το τακε χαλιβρατιον υνχερταιντιεσ οφ τηε σενσορ ιντο αχχουντ. Λιαο
ανδ Παωλακ (1996) ινϖεστιγατε τηε ιν�υενχε οφ δισχρετιζατιον ανδ νοισε ον µοµεντ
αχχυραχψ ασ οβϕεχτ δεσχριπτορσ. Κανατανι (2004) εξαµινεσ τηε οριγιν οφ υνχερταιντψ ιν
γεοµετριχ ινφερενχε βασεδ ον ιµαγε φεατυρε ποιντσ, ιντροδυχινγ τηε χοϖαριανχε µατριξ
οφ α φεατυρε ποιντ ασ α ωαψ το µεασυρε τηε σπρεαδ οφ ιτσ ποτεντιαλ ποσιτιονσ.
Ωηιλε τηε αβοϖε−µεντιονεδ ωορκσ αρε ρεστριχτεδ το ονλψ ονε αλγοριτηµ τψπε ορ

ονλψ ονε σουρχε οφ υνχερταιντψ, ουρ αιµ ισ το δεϖελοπ αν αλγοριτηµ−ινδιπενδεντ ανδ
ϖισιον σψστεµ−ινδιπενδεντ µετηοδολογψ αβλε το τακε ιντο αχχουντ α σετ οφ υνχερταιντψ
σουρχεσ.

3 Προβλεµ Φορµυλατιον

3.1 Πηψσιχαλ µοδελ

Ιν εϖερψ ΡςΑ σοµε �ξεδ αχτορσ χαν βε ιδεντι�εδ, εαχη οφ τηεµ ιν�υενχινγ τηε ερρορ
ον ποσιτιον εστιµατεσ. Φορ α χοµµον αππλιχατιον τηεσε αχτορσ αρε: τηε ςισιον Σψστεµ
(ςΣ), τηε Οβϕεχτ (Β) ανδ τηε Ενϖιρονµεντ (Ε). Οφτεν, τηε ερρορ χαννοτ βε ασσοχιατεδ
το α σινγλε αχτορ, βυτ ιτ αρισεσ βψ τηε ιντεραχτιον βετωεεν τωο οφ τηεµ. Φιγυρε 1 σηοωσ
τηε αχτορσ αβοϖε−µεντιονεδ ανδ αλλ ποσσιβλε ιντεραχτιονσ.
Τηε δε�νιτιον οφ αχτορ ισ ονλψ χονχεπτυαλ. Ωηατ ωε νεεδ ιν ορδερ το στυδψ

τηε ερρορ ισ σοµετηινγ τηατ χαν βε µεασυρεδ ορ εϖαλυατεδ. Ατ εαχη αχτορ ωε τηεν
ηαϖε το ασσοχιατε α σετ οφ φαχτορσ, φορ ινστανχε αλλ τηατ προπερτιεσ οφ τηε αχτορ τηατ
χαν πηψσιχαλλψ χηαραχτεριζε ιτ (οβϖιουσλψ ονλψ τηε προπερτιεσ ωε τηινκ χαν βε υσεφυλ
ιν ουρ αναλψσισ). Ταβλε 1 ρεπορτσ τηε χοµµονσ φαχτορσ τηατ σηουλδ βε τακεν ιντο
χονσιδερατιον.
Α �ρστ χλασσι�χατιον οφ τηε φαχτορσ ισ βετωεεν �ξεδ ανδ ϖαριαβλε. Ωε χαλλ �ξεδ α

φαχτορ ωηιχη, αλτηουγη ιδεντι�εδ ασ ηαϖινγ α ποσσιβλε ιν�υενχε ον τηε ερρορ, ισ γοινγ
το µαινταιν α χονσταντ λεϖελ δυρινγ τηε ωορκινγ τιµε οφ τηε ΡςΑ; ϖαριαβλε οτηερωισε.
Χονσιδερ, φορ εξαµπλε, τηε τψπε οφ ϖισιον χαµερα υσεδ ιν τηε ΡςΑ. ∆ι⁄ερεντ χαµερασ
χουλδ συρελψ λεαδ το δι⁄ερεντ εστιµατεσ, βυτ τηε εξπεριµεντερ χουλδ νοτ ηαϖε δι⁄ερεντ
χαµερασ ατ ηισ δισποσαλ (ορ τηε χαµερα χαννοτ βε χηανγεδ φορ οτηερ ρεασονσ).
ςαριαβλε φαχτορσ χαν βε τηεν διστινγυισηεδ βετωεεν χοντρολλαβλε ανδ υνχοντρολλαβλε.

Α φαχτορ ισ σαιδ το βε χοντρολλαβλε ιφ ιτσ λεϖελ χαν βε σεττεδ βψ τηε εξπεριµεντερ;
υνχοντρολλαβλε ιφ τηε εξπεριµεντερ χαν ϕυστ µεασυρε ιτ. Τηε προπερτψ οφ χοντρολλαβιλιτψ
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ισ ιµπορταντ ιν ορδερ το βυιλδ εξπεριµεντσ αβλε το ωειγητ τηε ιν�υενχε οφ τηε φαχτορ.

Φιγυρε 1 − Αχτορσ ινϖολϖεδ ιν α Ροβοτιχ ςισυαλ
Αππλιχατιον

3.2 Ματηεµατιχαλ Μοδελ

Σο φαρ ωε ηαϖε ταλκεδ αβουτ ποσιτιον ανδ ερρορ βυτ ωε ηαϖεν�τ ψετ σπεχι�εδ ηοω τηεψ
αρε δε�νεδ. Ιν α ΡςΑ χαν βε λοχατεδ υπ το φουρ χοορδινατε σψστεµσ, ρεσπεχτιϖελψ
φορ τηε ενϖιρονµεντ ΟΕ, τηε ροβοτ µανιπυλατορ ΟΡ, τηε ϖισιον χαµερα ΟΧ ανδ τηε
οβϕεχτ ΟΒ: Τηε τρυε ποσιτιον ιν σπαχε οφ τηε οβϕεχτ ισ δε�νεδ ασ τηε ποσιτιον ανδ
οριεντατιον οφ ΟΒ ωιτη ρεσπεχτ το ΟΡ. Ασσυµινγ Χαρτεσιαν χοορδινατε σψστεµσ ωε

ςισιον Σψστεµ

ϖισιον χαµερα τψπε
αλγοριτηµ τψπε
σεττινγσ οφ τηε αλγοριτηµ
Οβϕεχτ

σηαπε
µατεριαλ
ποσιτιον ινσιδε τηε ωορκινγ αρεα
Ενϖιρονµεντ

τψπε οφ τηε σουρχεσ οφ λιγητ
βαχκγρουνδ τψπε

Ταβλε 1: Αχτορσ ανδ φαχτορσ φορ α χοµµον ροβοτιχ ϖισιον αππλιχατιον
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ηαϖε ΟΕ � ΟΕ(0; 0; 0), ΟΡ � ΟΡ(ΞΡ; ΨΡ; ΖΡ), ΟΧ � ΟΧ(ΞΧ ; ΨΧ ; ΖΧ) ανδ ΟΒ �
ΟΒ(ΞΒ; ΨΒ; ΖΒ). Ιν τηισ χασε, τηε οβϕεχτ ποσιτιον Π ισ δε�νεδ ασ

Π � Π (ξΡ; ψΡ; ζΡ; �;  ; !) (1)

ωηερε �;  ανδ ! αρε τηε Ψαω, Πιτχη ανδ Ρολλ ροτατιον ανγλεσ οφ ΟΒ ωιτη ρεσπεχτ το
ΟΡ. Ασ σαιδ βεφορε, τηε τρυε οβϕεχτ ποσιτιον ισ υνκνοων ανδ ιτ ισ εστιµατεδ τηρουγη
τηε ϖισιον σψστεµ. Ωε τηεν ηαϖε ον οβσερϖεδ ποσιτιον Πο

Πο � Πο(ξΡο; ψΡο; ζΡο; �ο;  ο; !ο) (2)

γενεραλλψ δι⁄ερεντ φροµ Π . Τηε σιµπλεστ ωαψ το ηανδλε τηε ερρορ ισ το χονσιδερ εαχη
χοορδινατε ανδ ροτατιον ανγλε σεπαρατελψ, ανδ το δε�νε ιτ ασ τηε δι⁄ερενχε βετωεεν
τηε οβσερϖεδ ανδ τηε τρυε ϖαλυε

�Ξ = ξΡο � ξΡ

�Ψ = ψΡο � ψΡ

�Ζ = ζΡο � ζΡ (3)

�� = �ο � �

� =  ο �  

�! = !ο � !

Τηεν ωε χαν τηινκ τηε ερρορ ασ σεπαρατεδ ιντο δι⁄ερεντ χοµπονεντσ. Ιν ορδερ το στυδψ
τηε ερρορ, φορ εαχη ερρορ χοµπονεντ ωε ωαντ το ιδεντιφψ αν εµπιριχαλ µοδελ ιν τηε
φορµ

�� = φ� (κΕ;κς Σ;κΒ;�) + ∀� (4)

ωηερε κΕ = (κ1Ε κ2Ε ... κν1Ε); κς Σ = (κ1ς Σ κ2ς Σ ... κν2ς Σ) ανδ κΒ = (κ1Β κ2Β
... κν3Β) αρε τηε ϖεχτορσ οφ τηε ϖαριαβλε φαχτορσ ρελατιϖε το τηε αχτορσ Ε, ςΣ ανδ
Β ρεσπεχτιϖελψ, � ισ τηε ϖεχτορ οφ τηε υνκνοων παραµετερσ οφ τηε µοδελ ανδ ∀ ισ αν
ινδεπενδεντ ανδ νορµαλλψ διστριβυτεδ ερρορ ωιτη ζερο µεαν ανδ ϖαριανχε �2, ινχλυδινγ
µεασυρεµεντ ερρορσ ανδ µοδελ ιναδεθυαχψ.
Αλτηουγη φαχτορσ ανδ παραµετερσ χαν βε χοµβινεδ ιν µανψ ωαψσ, ωε ηερε χονσιδερ

ονλψ τηε συβχλασσ οφ λινεαρ πολψνοµιαλ µοδελσ ιν τηε φορµ

�� = �0 +

ϕΞ

ι=1

�ικι +

2ϕΞ

ι=ϕ+1

�ικ
2
ι�ϕ +

+

2ϕ+1+(ϕ
2
)Ξ

ι=2ϕ+1

�ικµκν + :::+ ∀� (5)

(µ 6= ν; 1 � µ;ν � ϕ)
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ωηερε ϕ = ν1 + ν2 + ν3 ανδ κ1; κ2; :::; κϕ αρε ελεµεντσ οφ τηε ϖεχτορ κ = (κΕ ϕ κς Σ ϕ
κΒ).
Ατ τηισ ποιντ ιτ ισ ιµπορταντ το νοτε τηατ τηε ϖεχτορ κ χαν ινχλυδε τηε οβϕεχτ

ποσιτιον ασ α φαχτορ, ναµελψ ωε χαν ωριτε

�� = φ� (ξΡ; ψΡ; ζΡ; �;  ; !; κ7;κ8; :::; κϕ; �) + ∀� (6)

Ιν χασε ωε ωαντ το χαρρψ ουτ α ΣΑ τηερε αρε νο προβλεµσ, σινχε ιτ ισ θυιτε ινδι⁄ερεντ
ωηετηερ το χονσιδερ ασ φαχτορ τηε τρυε ποσιτιον οφ τηε οβϕεχτ ορ ιτσ οβσερϖεδ ποσιτιον.
Ιν α δι⁄ερεντ ωαψ, ιφ ωε αρε το υσε τηε µοδελ το χοµπενσατε τηε ερρορ, ωε µυστ
χονσιδερ ασ φαχτορ τηε οβσερϖεδ ποσιτιον. Τηισ ισ βεχαυσε, εξχεπτ φορ τηε εξπεριµενταλ
πηασε, ωε δον�τ κνοω τηε τρυε οβϕεχτ ποσιτιον. Ιν τηισ χασε ωε µυστ χονσιδερ α µοδελ
ιν τηε φορµ

�� = φ� (ξΡο; ψΡο; ζΡο; �ο;  ο; !ο; κ7;κ8; :::; κϕ; �) + ∀� (7)

Ονχε τηε ερρορ µοδελσ ηαϖε βεεν ιδεντι�εδ, τηεψ χαν βε υσεδ το χορρεχτ τηε οβ−
σερϖεδ ποσιτιον ιν τηισ ωαψ

ξΡ = ξΡο � (φ1 (κΕ;κς Σ;κΒ;�1) + ∀1)

ψΡ = ψΡο � (φ2 (κΕ;κς Σ;κΒ;�2) + ∀2)

ζΡ = ζΡο � (φ3 (κΕ;κς Σ;κΒ;�3) + ∀3) (8)

� = �ο � (φ4 (κΕ;κς Σ;κΒ;�4) + ∀4)

 =  ο � (φ5 (κΕ;κς Σ;κΒ;�5) + ∀5)

! = !ο � (φ6 (κΕ;κς Σ;κΒ;�6) + ∀6)

Το χονχλυδε τηισ σεχτιον λετ υσ σπενδ α φεω ωορδσ αβουτ τηε υνιτσ οφ µεασυρε
ασσοχιατεδ ωιτη τηε µοδελσ. Ηαϖινγ δεχοµποσεδ τηε ερρορ ιν δι⁄ερεντ χοµπονεντσ,
ωε ηαϖε το ηανδλε µοδελσ ωηερε τηε ερρορ ισ σπεχι�εδ ωιτη δι⁄ερεντ υνιτσ οφ µεασυρε,
ναµελψ α λενγτη υνιτ οφ µεασυρε ανδ αν ανγλε υνιτ οφ µεασυρε. Το βε αβλε το χοµπαρε
δι⁄ερεντ µοδελσ ωε ηερε ιντροδυχε τηεσε τρανσφορµατιονσ, τηατ χαν βε υσεδ ιφ ��, � 
ανδ �! αρε χλοσεδ το ζερο

∼�� = ταν(��) �
θ
ψ21Β;φαρ + ζ21Β;φαρ

∼� = ταν(� ) �
θ
ξ22Β;φαρ + ζ22Β;φαρ (9)

∼�! = ταν(�!) �
θ
ξ23Β;φαρ + ψ23Β;φαρ

ωηερε ψ1Β;φαρ ανδ ζ1Β;φαρ αρε τηε χοορδινατεσ οφ τηε ποιντ Π1;φαρ � Π (ψ1Β;φαρ; ζ1Β;φαρ)
οβταινεδ ασ φολλοωσ: εαχη ποιντ βελονγινγ το τηε οβϕεχτ συρφαχε ισ προϕεχτεδ ον τηε
ΨΒΖΒ πλανε; τηε φαρτηεστ ποιντ οφ τηε οβϕεχτ προϕεχτιον φροµ ΟΒ χορρεσπονδσ το Π1;φαρ.
Ιν α σιµιλαρ µαννερ, Π2;φαρ � Π (ξ2Β;φαρ; ζ2Β;φαρ) ανδ Π3;φαρ � Π (ξ3Β;φαρ; ψ3Β;φαρ) αρε
δε�νεδ ωιτη ρεσπεχτ το ΞΒΖΒ ανδ ΞΒΨΒ πλανεσ ρεσπεχτιϖελψ. Ηενχε ∼��, ∼� ανδ ∼�! αρε
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νοω εξπρεσσεδ ωιτη α λενγτη υνιτ οφ µεασυρε. Τηε τρανσφορµατιονσ ηαϖε βεεν δε�νεδ
ιν τηατ ωαψ φορ τηισ ρεασον: συπποσε ωε ωαντ το πιχκ−υπ αν οβϕεχτ βψ ποσιτιονινγ τηε
ενδ−ε⁄εχτορ οφ τηε ροβοτ µανιπυλατορ ατ α ποιντ οφ τηε οβϕεχτ δι⁄ερεντ φροµ ιτσ οριγιν
(ορ ωε ωαντ το περφορµ αν αχτιον ατ τηατ ποιντ); ∼�� τελλ υσ ηοω δισταντ ισ τηε φαρτηεστ
ποιντ (ωιτη ρεσπεχτ το τηε σπεχι�χ πλανε) φροµ ιτσ τρυε ποσιτιον ηαϖινγ ονλψ τηε ερρορ
χοµπονεντ �� . Τηισ τηεν ρεπρεσεντσ α ωορστ χασε. Φιγυρε 2 σηοωσ τηε ρελατιον βετωεεν
∼�� ανδ �� φορ α 2∆ χασε.

Φιγυρε 2 − Ρελατιον βετωεεν ∼�� ανδ ��

4 Στατιστιχαλ Τοολσ

4.1 ∆ΟΕ − ∆εσιγν οφ Εξπεριµεντσ

∆εσιγν οφ Εξπεριµεντσ µετηοδ ισ ηερε αππλιεδ ασ α ωαψ το χολλεχτ δατα ιν αν ε′χιεντ
µαννερ ωιτη ρεσπεχτ το τηε νυµβερ οφ φαχτορσ ινϖολϖεδ ανδ τηε µοδελ ωηιχη ισ εξ−
πεχτεδ το �τ τηε δατα. Αλτηουγη τηερε εξιστ µανψ τψπεσ οφ στανδαρδ ανδ ωελλ στυδιεδ
δεσιγνσ ωε παψ ουρ αττεντιον το χοµπυτερ−αιδεδ δεσιγνσ. Τηε ρεασονσ οφ συχη α χηοιχε
αρε:

� ηιγη νυµβερ οφ ινϖολϖεδ φαχτορσ

� ηιγη νυµβερ οφ λεϖελσ φορ εαχη φαχτορ

� δι⁄ερεντ νυµβερ οφ λεϖελσ βετωεεν φαχτορσ

� πρεσενχε οφ υνχοντρολλαβλε φαχτορσ

� ποσσιβλε χονστραινεδ εξπεριµενταλ ρεγιον
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Ιν τηισ χασε, τηε αππλιχατιον οφ αν αλγοριτηµ βασεδ ον αν οπτιµαλιτψ χριτεριον αλλοωσ
το γενερατε α δεσιγν ωιτη τηε δεσιραβλε προπερτψ οφ ορτηογοναλιτψ ανδ ωιτη α σµαλλερ
νυµβερ οφ εξπεριµενταλ ρυνσ. Χοµµον οπτιµαλιτψ χριτεριον αρε ([13] ανδ [17]):

� ∆−Οπτιµαλ: ρεδυχεσ τηε ϖολυµε οφ τηε χον�δενχε ελλιπσοιδ το οβταιν αχχυρατε
χοε′χιεντσ. Ιτσ ϖαλυε ισ χαλχυλατεδ υσινγ τηε φορµυλα ∆εφφ =

λν(δετ(Ξ0Ξ))
ϕ

, ωηερε
Ξ ισ τηε ρεγρεσσιον µατριξ ανδ ϕ ισ τηε νυµβερ οφ τερµσ ιν τηε ρεγρεσσιον µατριξ.

� ς−Οπτιµαλ: µινιµιζεσ τηε αϖεραγε πρεδιχτιον ερρορ ϖαριανχε το οβταιν αχχυρατε

πρεδιχτιονσ. Ιτσ ϖαλυε ισ οβταινεδ υσινγ τηε φορµυλα ςεφφ =
1
νΧ

Ξ

ι

ξ0ι (Ξ
0

ΧΞΧ
�1) ξι,

ωηερε ξι αρε ροωσ οφ τηε ρεγρεσσιον µατριξ, ΞΧ ισ τηε ρεγρεσσιον µατριξ οφ αλλ
χανδιδατε εξπεριµενταλ ποιντσ ανδ νΧ ισ τηε νυµβερ οφ τηεσε ποιντσ.

� Α−Οπτιµαλ: µινιµιζεσ τηε αϖεραγε ϖαριανχε οφ τηε παραµετερσ ανδ ρεδυχεσ τηε
ασπηεριχιτψ οφ τηε χον�δενχε ελλιπσοιδ. Ιτσ ϖαλυε ισ χαλχυλατεδ τηρουγη τηε φορ−
µυλα Αεφφ = τραχε

�
(Ξ 0Ξ)�1

�
:

Ονε ιµπορταντ δραωβαχκ τηατ ηασ το βε χονσιδερεδ ισ τηατ α δεσιγν σο γενερατεδ
χαν βε οπτιµαλ ωιτη ρεφερενχε το τηε δεσιγν µατριξ βυτ νοτ αλωαψσ σατισφψινγ φροµ αν
αππλιχατιον ποιντ οφ ϖιεω. Τηε εξπεριµεντερ µυστ τηεν κεεπ αν εψε ον τηε δεσιγν το
βε συρε τηατ εξπεριµενταλ ποιντσ χοϖερ τηε εξπεριµενταλ ρεγιον θυιτε υνιφορµλψ.

4.2 Προχεσσ Μοδελινγ

Ιν [15], Προχεσσ Μοδελινγ ισ δε�νεδ ασ τηε δεσχριπτιον οφ τηε τοταλ ϖαριατιον οφ α
θυαντιτψ βψ παρτιτιονινγ ιτ ιντο α δετερµινιστιχ χοµπονεντ (υσυαλλψ υνδερ τηε φορµ
οφ α µατηεµατιχαλ φυνχτιον) ανδ α ρανδοµ χοµπονεντ ωιτη α παρτιχυλαρ προβαβιλιτψ
διστριβυτιον. Τηε µαιν παρτσ τηατ χηαραχτεριζε προχεσσ µοδελινγ αρε τηεν τηε ρεσπονσε
ϖαριαβλε ψ, τηε µατηεµατιχαλ φυνχτιον φ(ξ; �) ανδ τηε ρανδοµ ερρορ ∀. Τηε γενεραλ
φορµ οφ τηε µοδελ ισ

ψ = φ(ξ;�) + ∀ (10)

Τηε ρανδοµ ερρορ τηατ ισ ινχλυδεδ ιν τηε µοδελ µακεσ τηε ρελατιονσηιπ βετωεεν τηε
ρεσπονσε ϖαριαβλε ανδ τηε πρεδιχτορ ϖαριαβλεσ α στατιστιχαλ ρελατιονσηιπ. Τηισ µεανσ
τηατ τηε φυνχτιοναλ ρελατιονσηιπ ηολδσ ονλψ ον αϖεραγε ανδ νοτ φορ εαχη δατα ποιντ.
Τηε µατηεµατιχαλ φυνχτιον χονσιστσ οφ τωο παρτσ, ναµελψ τηε πρεδιχτορ ϖαριαβλεσ ξ
ανδ τηε παραµετερσ �. Τηε πρεδιχτορ ϖαριαβλεσ αρε οβσερϖεδ αλονγ ωιτη τηε ρεσπονσε
ϖαριαβλε, ωηιλε τηε παραµετερσ αρε θυαντιτιεσ εστιµατεδ δυρινγ τηε µοδελινγ προχεσσ.
Παραµετερσ ανδ πρεδιχτορ ϖαριαβλεσ αρε χοµβινεδ ιν δι⁄ερεντ ωαψσ το οβταιν τηε
φυνχτιον τηατ δεσχριβεσ τηε δετερµινιστιχ ϖαριατιον ιν τηε ρεσπονσε ϖαριαβλε. Αλτηουγη
τηερε εξιστ ιν�νιτε οφ τηεσε χοµβινατιονσ, πολψνοµιαλ µοδελσ λικε (5) αρε τηε µοστ
φρεθυεντλψ υσεδ εµπιριχαλ µοδελσ φορ �ττινγ φυνχτιονσ. Τηισ ισ βεχαυσε πολψνοµιαλ
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µοδελσ αρε σιµπλε, ηαϖε µοδερατε �εξιβιλιτψ οφ σηαπεσ ανδ αρε νοτ δεπενδεντ ον τηε
υνδερλψινγ µετριχ. Μορεοϖερ, τηε εστιµατιον οφ τηε υνκνοων � παραµετερσ χαν βε
οβταινεδ τηρουγη ανψ µετηοδ βασε ον λινεαρ λεαστ σθυαρεσ.

4.3 Σενσιτιϖιτψ Αναλψσισ

ΣΑ ισ ηερε αππλιεδ το ρανκ φαχτορσ ωιτη ρεσπεχτ το τηειρ ιν�υενχε το τηε ερρορ ιν
ποσιτιον εστιµατε. Σινχε ωε ηαϖε µοδελσ ιν τηε φορµ οφ (5) ανδ σινχε ωε δεαλ ωιτη
ορτηογοναλ δεσιγν ωηερε φαχτορσ αρε υνχορρελατεδ, ωε χαν βασε ουρ αναλψσισ ον τηε
σενσιτιϖιτψ ινδεξ Σι ασ δε�νεδ ιν [5]:

Σι =
�2ηι�

2
ι

�2��
(11)

ωηερε ηι ισ τηε γενεριχ πολψνοµιαλ τερµ ασσοχιατεδ ωιτη �ι. Τηε αβοϖε−σαιδ ινδεξ ηασ
τηε προπερτψ τηατ

Ξ

ι

Σι = 1�
�2∀�
�2��

= Ρ2 (12)

Σεε [4] ανδ [6] φορ αν γενεραλ ιντροδυχτιον αβουτ ΣΑ ον δατα µοδελλινγ.

5 Χασε Στυδψ

5.1 Χασε δεσχριπτιον

Ιν τηισ σεχτιον ιτ ισ ιλλυστρατεδ α χασε στυδψ ωηερε τηε µετηοδολογψ ηασ βεεν απ−
πλιεδ. Τηε χασε στυδψ χονχερνσ ωιτη α ροβοτ µανιπυλατορ τηατ ηασ το πιχκ−υπ οβϕεχτσ
φροµ α δριϖεν βανδ χονϖεψορ. Τηε οβϕεχτσ ηαϖε τηε σαµε ρεχτανγυλαρ παραλλελεπιπεδ
σηαπε (3ξ16ξ63 µµ) βυτ δι⁄ερεντ χολορσ, ανδ τηεψ φαλλ δοων ον τηε χονϖεψορ ατ
ρανδοµ ποσιτιον ανδ ωιτη ρανδοµ οριεντατιον. Τηε ϖισιον χαµερα ισ πλαχεδ αβοϖε
τηε χονϖεψορ ανδ ιτσ ποσιτιον χαν βε �ξεδ ατ δι⁄ερεντ ηειγητσ φροµ τηε χονϖεψορ�σ
πλανε. Σινχε οβϕεχτσ λεαν ον τηε χονϖεψορ�σ πλανε ανδ σινχε ιτ ισ συπποσεδ τηεψ αλ−
ωαψσ πρεσεντ τηε σαµε φαχε ατ τηε ϖισιον χαµερα, τηε οβϕεχτ ποσιτιον χαν βε δε�νεδ
ασ Π � Π (ξΡ; ψΡ; ζΧ ; �Χ ;  Χ ; !), ωηερε ζΧ , �Χ ανδ  Χ αρε χονσταντ παραµετερσ. Τηε
ϖισιον χαµερα ισ χοννεχτεδ το α Περσοναλ Χοµπυτερ ωηερε τηε ιµαγεσ αρε ελαβορατεδ
το οβταιν τηε οβϕεχτσ ποσιτιονσ. Τηε αλγοριτηµ ισ βασε ον τηε µετηοδ οφ µοµεντσ
([7], [14], [16] ανδ [18]) ανδ ιτ χαν ωορκ ατ συβ−πιξελ πρεχισιον ωιτη δι⁄ερεντ αχχυραχψ.
Μορεοϖερ, τηε αναλψσισ χαν βε βασεδ ον σινγλε ορ µυλτιπλε ιµαγεσ. Τηε ενϖιρονµεντ
ισ λιγητεδ βψ τωο σεπαρατεδ νεον λαµπσ ανδ βψ τηε νατυραλ λιγητ χοµινγ τηρουγη α
ωινδοω. Ωηιλε νατυραλ λιγητ ισ αππροξιµατελψ �ξεδ, νεον λαµπσ χαν βε βοτη σωιτχηεδ
ον, βοτη σωιτχηεδ ο⁄ ορ ονλψ ονε σωιτχηεδ ον.
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Τηε φαχτορσ ιδεντι�εδ φορ τηισ ΡςΑ αρε λιστεδ ιν Ταβλε 2. Χαµερα σηυττερ τιµε ανδ
χαµερα γαιν αρε �ξεδ ωιτη ρεσπεχτ το τηε χονϖεψορ σπεεδ ιν ορδερ το αϖοιδ βλυρρεδ
ιµαγε.
Σινχε τηε οβϕεχτ ποσιτιον ον τηε βανδ χονϖεψορ ηασ βεεν ινδιϖιδυατεδ ασ α ποσσιβλε

φαχτορ, δυρινγ τηε εξπεριµενταλ πηασε ωε νεεδεδ α ωαψ το µοϖε τηε οβϕεχτ ατ δι⁄ερεντ
ανδ ωελλ κνοων ποσιτιονσ. Ωε τηεν δεχιδεδ το �ξ τηε οβϕεχτ ατ τηε ενδ−ε⁄εχτορ οφ
τηε ροβοτ µανιπυλατορ σο το σιµυλατε δι⁄ερεντ ποσιτιονσ ανδ οριεντατιονσ οφ ιτ.

Αχτορσ ανδ Φαχτορσ Φ Χ Σ

ςισιον Σψστεµ
χαµερα ρεσολυτιον ξ ξ ςΡ
χαµερα τψπε (χολορ/µονο) ξ ξ ςΤ
χαµερα λενσ τψπε ξ ξ ςΛ
χαµερα σηυττερ τιµε ξ ξ ςΣ
χαµερα γαιν ξ ξ ςΓ
χαµερα ηειγητ αβοϖε χονϖεψορ ξ ςΗ
αλγοριτηµ αχχυραχψ ξ ΑΑ
νυµβερ οφ αχθυιρεδ ιµαγεσ ξ ΑΝ

Οβϕεχτ
σηαπε ξ ΒΣ

µατεριαλ ξ ΒΜ

χολορ ΒΧ

οβσερϖεδ ποσιτιον αλονγ Ξ αξισ ξ Βξο
οβσερϖεδ ποσιτιον αλονγ Ψ αξισ ξ Βψο
οβσερϖεδ οριεντατιον ξ Β!ο

Ενϖιρονµεντ
τψπε οφ τηε σουρχεσ οφ λιγητ ξ ΛΤ
λιγητ ιντενσιτψ ΛΙ
χονϖεψορ σπεεδ ξ ξ ΧΣ
χονϖεψορ βανδ χολορ ξ ΧΧ

Ταβλε 2: Αχτορσ ανδ φαχτορσ ιδεντι�εδ ιν τηε χασε στυδψ. Λεγενδ: Φ: �ξεδ; Χ: χοντρολ−
λαβλε; Σ: σψµβολ

Ταβλε 3 ρεπορτσ τηε ϖαριαβιλιτψ ρανγε οφ εαχη φαχτορ, τηε νυµβερ οφ λεϖελσ ανδ τηειρ
διστριβυτιον.
∆ι⁄ερεντ χαµερα ηειγητ χορρεσπονδσ το δι⁄ερεντ �ελδ οφ ϖιεω οφ τηε χαµερα. Τηε

λεσσ τηε ηειγητ τηε λεσσ τηε αρεα ϖιεωεδ βψ τηε χαµερα. Τηισ λεαδσ το χονστραιντσ
τηατ ηαϖε το βε τακεν ιντο χονσιδερατιον δυρινγ τηε εξπεριµεντ δε�νιτιον πηασε. Τηε
οβϕεχτ, ιν φαχτ, µυστ αλωαψσ λιε ινσιδε τηε χαµερα �ελδ οφ ϖιεω. Ταβλε 4 ρεπορτσ τηε
τωο χονστραιντσ οφ τηισ χασε στυδψ.
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Φαχτορ ΥοΜ Ρανγε Λεϖελσ

ςΗ µ [1.6, 2.5] 3 − Εθυιδισταντ

ΑΑ συβ−πιξελ [1, 11] 3 − φ1; 5; 11γ
ΑΝ # [1, 20] 20 − Εθυιδισταντ

ΒΧ γραψ−ϖαλυε [140, 240] 3 − φ140; 170; 240γ
Βξο µµ [0, 120] 24 − Εθυιδισταντ

Βψο µµ [0,75] 15 − Εθυιδισταντ

Β!ο
� [0, 90] 18 − Εθυιδισταντ

ΛΙ % [55, 100] 3 − φ55; 83; 100γ

Ταβλε 3: Φαχτορσ δεσχριπτιον

ς Η[µ] Βξο ρανγε[µµ] Βψο ρανγε[µµ]
1:60 [0; 65] [0; 40]
2:05 [0; 95] [0; 60]
2:50 [0; 120] [0; 75]

Ταβλε 4: Χονστραιντσ

Τηε αιµ οφ τηε χασε στυδψ ωασ τηεν το ιδεντιφψ τηρεε δι⁄ερεντ µοδελσ, ναµελψ

�Ξ = φ1 (ςΗ ; ΑΑ; ΑΝ ; ΒΧ ; Βξο; Βψο; Β!ο; ΛΙ ;�1) + ∀1

�Ψ = φ2 (ςΗ ; ΑΑ; ΑΝ ; ΒΧ ; Βξο; Βψο; Β!ο; ΛΙ ;�2) + ∀2

�! = φ3 (ςΗ ; ΑΑ; ΑΝ ; ΒΧ ; Βξο; Βψο; Β!ο; ΛΙ ;�3) + ∀3 (13)

5.2 ∆ατα αχθυισιτιον

Ασ φαρ ασ χονχερνσ τηε δε�νιτιον οφ τηε εξπεριµεντ ωε ρελιεδ ον τηε Ματλαβ
Ρ
Μοδελ−

Βασεδ Χαλιβρατιον Τοολβοξ, ωηιχη συππλιεσ αλλ τηε τοολσ τηατ αρε νεεδεδ το δεσιγν αν
εξπεριµεντ ανδ το προχεσσ τηε χολλεχτεδ δατα.
Το δεσχριβε τηε ερρορ ωε χονσιδερεδ α λινεαρ θυαδρατιχ πολψνοµιαλ µοδελ ωιτη α

τοταλ νυµβερ οφ 45 τερµσ: ναµελψ α χονσταντ τερµ, 8 λινεαρ τερµσ ανδ 36 σεχονδ ορδερ
τερµσ. Ωε τηεν δε�νεδ τωο δι⁄ερεντ εξπεριµενταλ δεσιγνσ, �1 ανδ �2, σο το ηαϖε τωο
διστινχτ δατα σετσ, ονε το ιδεντιφψ τηε µοδελ ανδ ονε το ϖαλιδατε ιτ. Εαχη δεσιγν ισ
χοµποσεδ βψ 120 εξπεριµενταλ ρυνσ ανδ ηασ βεεν γενερατεδ τηρουγη αν αλγοριτηµ
βασεδ ον τηε ς−Οπτιµαλ οπτιµαλιτψ χριτεριον, τακινγ ιντο αχχουντ τηε φαχτορσ λεϖελσ
σπεχι�εδ ιν Ταβλε 3 ανδ ρελατιϖε χονστραιντσ. Ρεφερ το [8] φορ φυρτηερ δεταιλσ αβουτ τηε
εξπεριµενταλ δεσιγνσ οφ τηισ χασε στυδψ.
Τηε εξπεριµεντ ηασ βεεν εξεχυτεδ βψ χονσιδερινγ �1 ανδ �2 ιν σεθυενχε. Τα−

βλεσ 5 ανδ 6 ρεασσυµε τηε χολλεχτεδ δατα αβουτ τηε ερρορ ιν ποσιτιον εστιµατε αφτερ
ελιµινατινγ ουτλιερσ.
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�Ξ [µµ] �Ψ [µµ] �! [
�] ∼�! [µµ]

Μιν �0:382 �2:053 �0:335 �0:190
Μαξ +0:851 +0:281 +0:086 +0:049
Μεαν +0:286 �0:642 �0:104 +0:059
Στδ +0:276 +0:535 +0:086 +0:049

Ταβλε 5: Εξπεριµενταλ χολλεχτεδ δατα βασεδ ον �ρστ δατα−σετ

�Ξ [µµ] �Ψ [µµ] �! [
�] ∼�! [µµ]

Μιν �0:411 �2:039 �0:304 �0:172
Μαξ +0:905 +0:310 +0:049 +0:028
Μεαν +0:286 �0:633 �0:120 �0:068
Στδ +0:261 +0:531 +0:076 +0:043

Ταβλε 6: Εξπεριµενταλ χολλεχτεδ δατα βασεδ ον σεχονδ δατα−σετ

5.3 Μοδελσ ιδεντι�χατιον

Τηε τωο δατα σετσ ηαϖε τηεν βεεν υσεδ ιν τηισ ωαψ: ατ �ρστ στεπ, φορ εαχη ποσιτιον
χοµπονεντ ηασ βεεν ιδεντι�εδ τωο διστινχτ µοδελσ, ονε βασεδ ον �1 ανδ τηε οτηερ
βασεδ ον �2: Τηε µοδελσ σο οβταινεδ ινχλυδεδ αλλ τηε 45 τερµσ ανδ α στεπωισε µετηοδ
ηασ βεεν αππλιεδ το µαινταιν σιγνι�χατιϖε τερµσ ονλψ. Ιν παρτιχυλαρ ωε αππλιεδ α
στεπωισε µετηοδ βασεδ ον τηε µινιµιζατιον οφ τηε ΠΡΕΣΣ1 στατιστιχ. Φιναλλψ, ωε
δεριϖεδ α τηιρδ µοδελ ον �1 βψ χοµπαρινγ τηε τωο πρυνεδ µοδελσ ανδ βψ χονσιδερινγ
ονλψ τηε χοµµον φαχτορσ. Ταβλεσ 7,8 ανδ 9 ρεπορτ τηε �ναλ µοδελσ ιδεντι�εδ φορ τηε
τηρεε ποσιτιον χοµπονεντσ. Τηε � χοε′χιεντσ αρε ρεφερρεδ το τηε φαχτορσ νορµαλιζεδ
ιν τηε ρανγε [−1, 1] ανδ εαχη φαχτορ ισ αχχοµπανιεδ βψ ιτσ σενσιτιϖιτψ ινδεξ ασ δε�νεδ
βψ εθυατιον (11).

1Ωιτη ν ρυνσ ιν τηε δατα σετ, τηε µοδελ εθυατιον ισ �ττεδ το ν−1 ρυνσ ανδ α πρεδιχτιον τακεν
φροµ τηισ µοδελ φορ τηε ρεµαινινγ ονε. ΠΡΕΣΣ ισ τηε συµ οφ σθυαρεσ οφ τηε πρεδιχτιον ρεσιδυαλσ.
Σεε [13] φορ φυρτηερ δεταιλσ.
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Τερµ � στδ� Σ[%]
(1) +0:3182 0:0325
Βψο +0:3037 0:0147 66:42
Βξο +0:0834 0:0201 5:08
Λ2Ι +0:1209 0:0266 2:99
ΒξοςΗ �0:0664 0:0220 2:71
ς 2
Η �0:1077 0:0269 2:52
ςΗ �0:0345 0:0160 1:12
Β!οΑΑ +0:0398 0:0142 1:12
Β!2ο +0:0546 0:0255 0:68
Β!ο +0:0137 0:0128 0:16

Ταβλε 7: Μοδελ φορ ερρορ ον Ξ χοµπονεντ

Τερµ � στδ� Σ[%]
(1) �0:2444 0:0321
Βξο �0:5280 0:0143 47:08
ΑΑ +0:3554 0:0119 33:76
Α2Α �0:4115 0:0247 9:24
ςΗ �0:0786 0:0147 1:50
ΛΙ �0:0718 0:0109 1:41
ΑΑςΗ +0:0764 0:0131 1:28
ΒψοςΗ �0:0894 0:0214 1:21
ς 2
Η �0:1049 0:0254 0:58
Βψο +0:0370 0:0199 0:24
Β!2ο �0:0574 0:0249 0:17
ΒΧ �0:0162 0:0109 0:07

Ταβλε 8: Μοδελ φορ ερρορ ον Ψ χοµπονεντ

Φιγυρε 3 − Ρεσπονσε συρφαχε οφ �Ξ ωιτη
ρεφερενχε το φαχτορσ Βξο ανδ ςΗ
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Τερµ � στδ� Σ[%]
(1) �0:1445 0:0134
Β!ο �0:0340 0:0076 11:65
Βξο �0:0341 0:0080 10:21
Β!οΑΑ �0:0277 0:0082 6:26
ΒψοΒ!ο �0:0294 0:0101 4:98
Βψο �0:0195 0:0080 3:38
ς 2
Η +0:0252 0:0146 1:65

Ταβλε 9: Μοδελ φορ ερρορ ον ανγλε χοµπονεντ

5.4 Μοδελσ ϖαλιδατιον

ςαλιδατε τηε µοδελ µεανσ το εσταβλιση ιφ ιτ ισ ρεπρεσεντατιϖε οφ τηε υνδερλψινγ πηε−
νοµενον ανδ ιφ ιτ µεετσ τηε ρεθυεστεδ προπερτιεσ οφ αχχυραχψ ανδ πρεδιχταβιλιτψ. Τηε
µετηοδσ ωε υσεδ το ϖαλιδατε τηε µοδελσ αρε ιντερναλ ϖαλιδατιον, εξτερναλ ϖαλιδατιον
ανδ ρεσιδυαλ αναλψσισ. Ωηιλε ιντερναλ ϖαλιδατιον ισ βασεδ ον στατιστιχσ χοµπυτεδ ον τηε
σαµε δατα−σετ υσεδ το βυιλδ τηε µοδελ, εξτερναλ ϖαλιδατιον ισ βασεδ ον αν ινδεπενδεντ
δατα−σετ. Ταβλε 10 ρεπορτσ φορ εαχη µοδελ τηε ρελατιϖε στατιστιχσ. Ιν παρτιχυλαρ, ςαλιδ.
ΡΜΣΕ ισ τηε ΡΜΣΕ2 χοµπυτεδ υσινγ τηε ινδεπενδεντ δατα−σετ.

Στατιστιχ �Ξ �Ψ �! ∼�!
Οβσερϖατιονσ 117 116 115 115
Παραµετερσ 10 12 7 7
ΠΡΕΣΣ ΡΜΣΕ 0:114 0:111 0:063 0:036
Φιτ ΡΜΣΕ 0:109 0:104 0:061 0:035
ςαλιδ. ΡΜΣΕ (�2) 0:110 0:141 0:076 0:043
Ρ2 0:828 0:966 0:381 0:381
Ρ2αδϕ 0:794 0:957 0:347 0:347

Ταβλε 10: Στατιστιχσ ασσοχιατεδ ωιτη µοδελσ

Ασ φαρ ασ χονχερνεδ τηε ρεσιδυαλ αναλψσισ, ωε οβταινεδ φορ εαχη µοδελ ωελλ−βεηαϖεδ
ρεσιδυαλσ, νορµαλλψ διστριβυτεδ, ωιτη ζερο µεαν ανδ χονσταντ ϖαριανχε. Ταβλε 11

συµµαριζεδ τηε ρεσιδυαλ ερρορ σο δε�νεδ

2�Ξ = ξΡ � (ξΡο � �Ξ)

2�Ψ = ψΡ � (ψΡο � �Ψ ) (14)

2�! = ! � (!ο � �!)

2ροοτ µεαν σθυαρε ερρορ
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Φιγυρε 4 − Τοολβοξ ουτπυτ: µοδελ
εϖαλυατιον φορ �Ψ

5.5 Ρεσυλτσ ιντερπρετατιον

Α �ρστ λοοκ ατ τηε Ρ2 στατιστιχ τελλ υσ τηατ ονλψ µοδελσ ρελατεδ ωιτη �Ξ ανδ �Ψ αρε
αβλε το εξπλαιν τηε ερρορ ιν ποσιτιον εστιµατεσ. Τηε µοδελ ρελατεδ ωιτη �! ηασ α Ρ

2

λιττλερ τηεν 0.4, ανδ !ο ιτσελφ ηασ λοω σενσιτιϖιτψ ινδεξεσ ασσοχιατεδ ωιτη ιτ ιν τηε οτηερ
τωο µοδελσ. Ηοωεϖερ, ερρορ �! ωασ λιµιτεδ φροµ τηε σταρτ ωιτη ρεσπεχτ το �Ξ ανδ �Ψ
(χοµπαρε τηε στδ ιν Ταβλε 5 ανδ 6). Ωε χαν χονχλυδε τηατ τηε ϖισιον σψστεµ συππλιεσ,
ιν τηισ χασε, αχχυρατε εστιµατεσ οφ τηε οριεντατιον ανγλε ανδ τηατ τηε παρτιχυλαρ ανγλε
ϖαλυε δοεσν�τ ιν�υενχε τηε οτηερ ερρορ χοµπονεντσ.
Ασ φαρ ασ χονχερνεδ τηε οτηερ φαχτορσ, ωε χαν σαψ τηατ τηε µοστ ιν�υεντιαλ ονεσ

αρε τηε οβσερϖεδ οβϕεχτ ποσιτιον (Βξο; Βψο) ανδ τηε αλγοριτηµ αχχυραχψ ΑΑ, φολλοωεδ
βψ τηε χαµερα ηειγητ αβοϖε τηε χονϖεψορ ςΗ ανδ τηε λιγητ ιντενσιτψ ΛΙ . Φαχτορσ τηατ
αρε νοτ σιγνι�χατιϖε ον τηε ερρορ αρε τηε οβϕεχτ χολορ ΒΧ ανδ τηε νυµβερ οφ αχθυιρεδ
ιµαγεσ ΑΝ . Ωιτη ρεφερενχε το Ταβλε 5, 6 ανδ 11 ωε χαν σεε τηατ, βψ χοµπενσατινγ
τηε ερρορ τηρουγη τηε µοδελσ, τηε ερρορ χοµπονεντ �Ξ ηασ βεεν ρεδυχεδ βψ 57%
ωηιλε �Ψ βψ αβουτ 80% (σεε ΕΡΦ

3 ιν Ταβλε 11). Μορεοϖερ, Φιτ ΡΜΣΕ, ΠΡΕΣΣ ΡΜΣΕ
ανδ ςαλιδατιον ΡΜΣΕ στατιστιχσ οφ Ταβλε 11 αρε συχη το συγγεστ τηατ µοδελσ αρε νοτ
οϖερ�ττεδ.

3ερρορ ρεδυχτιον φαχτορ. ΕΡΦ = �
2��
=���
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2�Ξ [µµ] 2�Ψ [µµ] 2∼�! [µµ]
Μιν �0:390 �0:227 �0:095
Μαξ +0:301 +0:377 +0:078
Μεαν �0:004 +0:002 +0:001
Στδ +0:111 +0:104 +0:033
ΕΡΦ 0:42 0:19 0:76

Ταβλε 11: Ρεσιδυαλ ερρορ

6 Χονχλυσιον

Τηε εξπεριµενταλ µετηοδολογψ δε�νεδ ιν τηισ παπερ ισ ουρ �ρστ χοντριβυτιον ιν τηε
διρεχτιον οφ προϖιδινγ α µεασυρε οφ υνχερταιντψ το βε ασσοχιατε ωιτη τηε ποσιτιον ιν
σπαχε οφ αν οβϕεχτ εστιµατεδ τηρουγη α ϖισιον σψστεµ. Τηε µετηοδολογψ τριεσ το
δεσχριβε τηε υνχερταιντψ ιν τερµσ οφ πηψσιχαλ φαχτορσ ρεασσυµεδ ιν α σετ οφ µατηεµα−
τιχαλ µοδελσ ανδ, εϖεν ωηεν τηε µοδελσ αρε νοτ αβλε το εξπλαιν τηε υνχερταιντψ
ωιτη ρεσπεχτ το τηε φαχτορσ, τηε µετηοδολογψ ισ αβλε το θυαντιφψ ιτ. Τηε αππλιχατιον
οφ τηε µετηοδολογψ το α χασε στυδψ αλλοωεδ υσ το θυαντιφψ τηε υνχερταιντψ ανδ το
σιγνι�χατιϖελψ ρεδυχε ιτ. Αλτηουγη ουρ ρεσυλτσ αρε ενχουραγινγ, τηερε αρε ασπεχτσ
τηατ αρε νοτ εξπλαινεδ βψ ουρ αναλψσισ. Τηε µοστ δι′χυλτ τασκ ισ το τρανσλατε τηε
µατηεµατιχαλ µοδελσ ιν πηψσιχαλ ϕυστι�χατιον; φορ ινστανχε, υνδερστανδ ωηψ τηε σαµε
φαχτορ αχτσ ιν δι⁄ερεντ ωαψ ωιτηιν δι⁄ερεντ µοδελσ.
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